
Ορισµός: Ενα δέντρο είναι ένα πεπερασµένο µη κενό σύνολο κόµβων    
                 τέτοιο ώστε: 
             1.Yπάρχει ένας µοναδικός κόµβος, που καλείται ρίζα, ο οποίος         
                δεν έχει προηγούµενο. 
           2.Οι υπόλοιποι κόµβοι χωρίζονται σε n>= 0 ξένα µεταξύ τους 

    υποσύνολα, Τ1, Τ2, ... , Tn, κάθε ένα από τα οποία είναι ένα     
               δέντρο. Τα Τ1, Τ2, ... , Tn καλούνται υπόδεντρα (subtrees) της    
               ρίζας. 
Aς σηµειωθεί ότι χαρακτηριστική ιδιότητα του δέντρου είναι ότι η ρίζα 
είναι εκείνος ο κόµβος που δεν έχει εισερχόµενα τόξα και ξεκινώντας 
από αυτόν µπορούµε να καταλήξουµε σε ένα οποιοδήποτε κόµβο 
ακολουθώντας µια µοναδική διαδροµή από τόξα.  Ο αριθµός των 
υποδέντρων ενός κόµβου καλείται βαθµός του κόµβου αυτού.  

Δέντρα (Trees) 



Ο αριθµός των υποδέντρων ενός κόµβου καλείται βαθµός του 
κόµβου αυτού.  Ας θεωρήσουµε το δέντρο του παρακάτω Σχήµατος.  
Το δέντρο αποτελείται από 10 κόµβους {A, B, C, D, E, F, G, H, I, J}.   
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•  βαθµός κόµβου 
•  βαθµός δέντρου 

•  τερµατικοί κόµβοι (φύλλα) 

•  εσωτερικοί κόµβοι 
•  παιδί, πατέρας 
•  πρόγονος, απόγονος 
•  ύψος, βάθος 



Ενα δυαδικό δέντρο είναι ένα πεπερασµένο σύνολο κόµβων, το 
οποίο είτε είναι κενό ή :  
 

 1.Υπάρχει ένας ειδικός κόµβος που καλείται ρίζα, και 
 

 2.Οι υπόλοιποι κόµβοι χωρίζονται σε δύο ξένα µεταξύ τους   
    υποσύνολα, Α και Δ, κάθε ένα από τα οποία είναι ένα   

               δυαδικό δέντρο.  Το Α είναι το αριστερό υπόδεντρο της               
               ρίζας και το Δ είναι το δεξί υπόδεντρο της ρίζας. 
 
Κάθε δέντρο µπορεί να παρασταθεί σαν ένα δυαδικό δέντρο.  
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Μετατροπή του δέντρου του παραπάνω σχήµατος σε ένα δυαδικό δέντρο 
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Πρόταση  
(i)  Ο µέγιστος αριθµός κόµβων στο επίπεδο i ενός δέντρου βαθµού               
      d είναι di-1, i >= 1 και  
(ii) Ο µέγιστος αριθµός κόµβων ενός δέντρου βαθµού d και ύψους h         
      είναι (dh - 1)/(d - 1). 
Απόδειξη 
(i) Η απόδειξη θα γίνει µε επαγωγή.  Αν i = 1, τότε di-1 = d0  = 1 
πράγµα που ισχύει.   Εστω ότι ο µέγιστος αριθµός των κόµβων στο k 
επίπεδο είναι dk-1. Το µέγιστο πλήθος των κόµβων στο k + 1 επίπεδο 
είναι d · dk-1 = dk. 
(ii) Ο µέγιστος αριθµός των κόµβων σε ένα δυαδικό δέντρο ύψους h 
είναι:      
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Πόρισµα 
(i)  Ο µέγιστος αριθµός κόµβων στο επίπεδο i ενός δυαδικού δέντρου    
      είναι 2i-1, i >= 1 και 
(ii) Ο µέγιστος αριθµός κόµβων ενός δυαδικού δέντρου ύψους h είναι  
      2h - 1. 
 
 
Πρόταση 
Ενα δυαδικό δέντρο µε n κόµβους έχει ύψος τουλάχιστον 
Απόδειξη 
Αν h είναι το ύψος ενός δυαδικού δέντρου, τότε από το παραπάνω 
πόρισµα έχουµε 2h - 1>= n ή h >= log2(n + 1).   Αρα το ελάχιστο ύψος 
του δυαδικού δέντρου είναι 

 

⎡ ⎤)( 1log 2 +n

⎡ ⎤)( 1log 2 +n



Πρόταση 
Για ένα µη κενό δυαδικό δέντρο, Τ, αν n0 είναι το πλήθος των 
τερµατικών κόµβων και n2 είναι το πλήθος των εσωτερικών κόµβων 
βαθµού 2, τότε n0 = n2 + 1. 
 
Απόδειξη 
                                  n = n0 + n1 + n2       (1)  

  
      όπου Β είναι το πλήθος των κλαδιών. Επίσης  n = B + 1.   Αλλά        
                                  B = n1 + 2n2 
 
                      άρα      n = 1 + n1 + 2n2       (2)  
      Από τις (1) και (2) έχουµε : 

                      n0 = n2 + 1.  

 



Για τον πλήρη ορισµό του ΑΤΔ δυαδικό δέντρο αποµένει να ορισθούν 
οι βασικές πράξεις του που είναι: 
 
   1. Δηµιουργία 
   2. Κενό 
   3. Πατέρας 
   4. Αριστερό παιδί 
   5. Δεξί παιδί 
   6. Διαγραφή υποδέντρων 
   7. Αντικατάσταση υποδέντρων 
   8. Συγχώνευση 
   9. Ανάκτηση 
  10. Ενηµέρωση 
  11. Αναζήτηση 

 



Υλοποίηση δυαδικών δέντρων µε πίνακα 
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Πρόταση  
Αν ένα πλήρες δυαδικό δέντρο µε n κόµβους (δηλ. βάθος =     
                        ) παριστάνεται ακολουθιακά όπως παραπάνω, τότε για 
οποιοδήποτε κόµβο µε δείκτη i, 1<= i<=  n έχουµε: 
(1) O pateras(i) είναι στη θέση           αν i<>1. Οταν i = 1, τότε δεν    
      υπάρχει πατέρας, γιατί το i είναι η ρίζα. 
(2) Το apaidi(i) είναι στη θέση 2i αν 2i <= n.  Αν 2i > n, τότε ο κόµβος     
      δεν έχει αριστερό παιδί. 
(3) To dpaidi(i) είναι στη θέση 2i + 1, αν 2i + 1 <=  n. Αν 2i + 1 > n, 
      τότε ο κόµβος δεν έχει δεξί παιδί. 
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Η παράσταση αυτή είναι ιδανική για ένα πλήρες δυαδικό δέντρο, 
ωστόσο αρκετός χώρος µνήµης παραµένει ανεκµετάλευτος στα µη 
πλήρη δυαδικά δέντρα. 
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Ενα δυαδικό δέντρο τώρα µπορεί να παρασταθεί σαν ένας πίνακας 
τέτοιων εγγραφών. Εχουµε λοιπόν τις παρακάτω δηλώσεις : 



#define plithos ... 
typedef ... typos_stoixeiou; 
typedef int typos_deikti; 
  
typedef struct  

 {typos_stoixeiou dedomena; 
  typos_deikti apaidi,dpaidi;  
 } typos_komvou; 

  
typedef typos_komvou pinakas_komvou[plithos]; 
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typedef ... typos_stoixeiou; 
typedef struct typos_komvou *typos_deikti; 
typedef struct typos_komvou  
{ 

 typos_stoixeiou dedomena; 
  typos_deikti  apaidi,dpaidi;  
}; 
  
typos_deikti riza; 
  

Υλοποίηση δυαδικών δέντρων µε λίστες : 



void dimiourgia_dentro(typos_deikti *riza) 
 /*Προ: Καµµία. 

   Μετά: Εχει δηµιουργηθεί ένα κενό δυαδικό δέντρο 
 στο  οποίο δείχνει η riza.*/ 

{ 
 *riza = NULL; 

} 

 



int keno_dentro(typos_deikti riza) 
/*  Προ:   Εχει δηµιουργηθεί το δέντρο στο οποίο δείχνει η riza 
   Μετά: Το υποπρόγραµµα επιστρέφει την τιµή true ή false          
   ανάλογα µε το αν το δέντρο είναι κενό ή όχι.*/ 
{ 

 return (riza == NULL); 
} 

 



Συνδεδεµένη παράσταση δυαδικού δέντρου µε λίστες : 
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Διαδροµή δυαδικού δέντρου 
Μια από τις βασικές επεξεργασίες ενός δυαδικού δέντρου είναι η 
επίσκεψη κάθε κόµβου του µια µόνο φορά. 

 1. Επίσκεψη της ρίζας. 
 2. Διαδροµή του αριστερού υποδέντρου της. 
 3. Διαδροµή του δεξιού υποδέντρου της. 

 
Τα τρία αυτά βήµατα µπορούν να εκτελεστούν µε οποιαδήποτε 
διάταξη.  Αν συµβολίσουµε τα παραπάνω βήµατα µε: 

 Κ : Επίσκεψη ενός κόµβου. 
 Α : Διαδροµή αριστερού υποδέντρου του. 
 Δ : Διαδροµή δεξιού υποδέντρου του. 

 



Τότε υπάρχουν έξι διατάξεις για την επίσκεψη των κόµβων ενός 
δυαδικού δέντρου που είναι οι: 

 ΚΑΔ  ΑΚΔ  ΑΔΚ  ΚΔΑ  ΔΚΑ  ΔΑΚ 
 
 
 

 ΚΑΔ : προδιατεταγµένη διαδροµή. 
 ΑΚΔ : ενδοδιατεταγµένη διαδροµή. 
 ΑΔΚ : µεταδιατεταγµένη διαδροµή. 

 



Μ 
Παράσταση των τριών διατάξεων ενός δυαδικού δέντρου: 
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 προδιατεταγµένη : ΜΕΑΖΤΡΣ 
 ενδοδιατεταγµένη : ΑΕΖΜΡΣΤ 
 µεταδιατεταγµένη : ΑΖΕΣΡΤΜ 

 



Μεταδιατεταγµένη διαδροµή 
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void endodiataksi(typos_deikti riza) 
{  /* Aναδροµικό υποπρόγραµµα. Διατρέχει µε 

 ενδοδιατεταγµένη διαδροµή ένα δυαδικό δέντρο. */  
  
 if (!keno_dentro(riza)) 
 {/* Eπίσκεψη αριστερού υπόδεντρου */ 
   endodiataksi(riza->apaidi); 

   /* Eπίσκεψη της ρίζας */ 
    episkepsi(riza); 

  /* Eπίσκεψη δεξιού υπόδεντρου */ 
   endodiataksi(riza->dpaidi); 
 } 

}     

 

Αναδροµικό Υποπρόγραµµα 
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Aς υποθέσουµε ότι έχουµε το δυαδικό δέντρο: 

 riza 



και ότι η episkeyi τυπώνει το περιεχόµενο ενός κόµβου. Η εντολή 
 

                         endodiataksi (riza) 
 
καλεί τη διαδικασία endodiataksi προκειµένου να εκτελέσει την 
ενδοδιατεταγµένη διαδροµή του παραπάνω δέντρου. Η ενέργεια 
αυτής της διαδικασίας εµφανίζεται αναλυτικά στον ακόλουθο 
πίνακα : 

 



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                               Αποτέλεσµα 
 
   Μ         Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη 
                   στη ρίζα (Ε) του αριστερού υποδέντρου.  
 
   Ε            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη στη  
                   ρίζα (Α) του αριστερού υποδέντρου.   
 
   Α         Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL)  
                   στη ρίζα του αριστερού υποδέντρου.   
 
  Κενό         Κενό δέντρο, επιστροφή στον κόµβο-πατέρα. 
 
   Α             Εκτύπωση του περιεχοµένου του κόµβου              Α 



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
  Α            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη NULL  
                      στη ρίζα του δεξιού υποδέντρου.   
 
   Κενό           Κενό δέντρο, επιστροφή στον  
                       κόµβο-πατέρα.  
 
   Α            Επιστροφή στον κόµβο πατέρα. 
 
   Ε            Εκτύπωση του περιεχοµένου του                          Ε 
                      του κόµβου. 
 
   Ε                 Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη στη  
                      ρίζα (Ζ) του δεξιού υποδέντρου. 
    



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
   Ζ            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL) 
                      στη ρίζα του αριστερού υποδέντρου.   
 
   Κενό           Κενό δέντρο, επιστροφή  
                      στον κόµβο-πατέρα. 

  
   Ζ            Εκτύπωση του περιεχοµένου του                            Ζ 
                      κόµβου.    
 
   Ζ            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL)  
                      στη ρίζα του δεξιού υποδέντρου. 
                                                                                                                                                                                          



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                          Αποτέλεσµα 
 
 Κενό                 Κενό δέντρο, επιστροφή στον 
                          κόµβο πατέρα. 
     
   Ζ                Επιστροφή στον κόµβο-πατέρα.   
 
   Ε                Επιστροφή στον κόµβο-πατέρα.   
 
   Μ                Εκτύπωση του περιεχοµένου   M 
                          του κόµβου.        
 
   Μ                   Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη  
                         στη ρίζα (Τ) του δεξιού υποδέντρου.                                                                                                                                                                                                                    



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
   Ζ            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη στη 
                      ρίζα (P) του αριστερού υποδέντρου.   
 
    P               Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL) 
                     στη ρίζα του αριστερού υποδέντρου. 
    
   Κενό          Κενό δέντρο, επιστροφή στον  
                     κόµβο πατέρα.    
 
   P           Εκτύπωση του περιεχοµένου του κόµβου            P 
                                                                                                                                                                                          



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
   P            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη στη 
                      ρίζα (Σ) του δεξιού υποδέντρου.   
 
    Σ               Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULLl) 
                     στη ρίζα του αριστερού υποδέντρου. 
    
   Κενό          Κενό δέντρο, επιστροφή στον  
                     κόµβο-πατέρα.    
 
   Σ           Εκτύπωση του περιεχοµένου του κόµβου            Σ 
                                                                                                                                                                                          



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
   Σ            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL) 
                      του δεξιού υποδέντρου.  
 
   Κενό          Κενό δέντρο, επιστροφή στον  
                     κόµβο πατέρα.    
 
   Σ           Επιστροφή στον κόµβο-πατέρα 
 
   P           Επιστροφή στον κόµβο-πατέρα 
 
   Τ           Εκτύπωση του περιεχοµένου του κόµβου.              Τ 
                                                                                                                                                                                          



Περιεχόµενο 
κόµβου                Ενέργεια                                  Αποτέλεσµα 
 
   T            Κλήση της διαδικασίας µε δείκτη (NULL) 
                      του δεξιού υποδέντρου.  
 
   Κενό          Κενό δέντρο, επιστροφή στον  
                     κόµβο-πατέρα.    
 
   Τ           Επιστροφή στον κόµβο-πατέρα 
 
   Μ           Τέλος διαδικασίας 
 
                                                                                                                                                                                          



Eίναι φανερό ότι η προδιατεταγµένη και µεταδιατεταγµένη διαδροµή 
προκύπτουν αν απλά αλλάξουµε την σειρά των εντολών στη διαδικασία 
endodiataksi, όπως φαίνεται παρακάτω : 
 

 void prodiataksi(typos_deikti riza) 
{/* προδιατεταγµένη  διαδροµή */ 
  

 if (!keno_dentro(riza)) 
 { 
  episkepsi(riza); 
  prodiataksi(riza->apaidi); 

   prodiataksi(riza->dpaidi); 
 } 

}       
συνέχεια 



void metadiataksi(typos_deikti riza) 
{  /* µεταδιατεταγµένη διαδροµή */ 
  if (!keno_dentro(riza)) 

 { 
  metadiataksi(riza->apaidi); 
  metadiataksi(riza->dpaidi); 

   episkepsi(riza); 
 } 

} 

 



Μη Αναδροµικά Υποπρογράµµατα 
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Μη αναδροµικός αλγόριθµος για την ενδοδιατεταγµένη διαδροµή 
 
 
1. trexon = riza; 
 
2.  Οσο η στοίβα δεν είναι κενή και trexon != NULL να εκτελούνται: 

 α. Να διατρέχονται οι κόµβοι του αριστερού υποδέντρου και    
                να τοποθετούνται οι διευθύνσεις τους σε µια στοίβα. 

 β. Αν η στοίβα δεν είναι κενή τότε {αριστερό υπόδεντρο κενό} 
  (i) Εξαγωγή διεύθυνσης από στοίβα 
  (ii) Επεξεργασία του περιεχοµένου του. 
  (iii) Διαδροµή του δεξιού υποδέντρου του. 

 



Η υλοποίηση του παραπάνω αλγορίθµου είναι η ακόλουθη: 

 typedef typos_deiktitypos_stoixeiou_stoivas; 
typedef struct typos_komvou_stoivas *typos_deikti_stoivas; 
typedef struct typos_komvou_stoivas  
{ 

 typos_stoixeiou_stoivas dedomena; 
  typos_deikti_stoivas   epomenos;   
}; 
typedef typos_deikti_stoivas typos_stoivas; 
 
void endodiataksi (typos_deikti riza) 
{/* Eπαναληπτικό πρόγραµµα ενδοδιάταξης */ 

 typos_stoivas stoiva; 
 typos_deikti trexon; 

συνέχεια 



 dimiourgia(&stoiva); 
 trexon = riza; 
 do 
 {/* Διατρέχονται οι κόµβοι των αριστερών κλαδιών */ 
   while (trexon!=NULL) 
  {  othisi(&stoiva,trexon); 
    trexon = trexon->apaidi; 
  } 

   /* Έλεγχος αν η στοίβα είναι κενή */ 
   if (!keni(stoiva))  
  /* Tο αριστερό υπόδεντρο είναι κενό */ 
  {  exagogi(&stoiva,&trexon); 
    /* Eπίσκεψη της ρίζας */ 
    episkepsi(trexon); 
    /* Eπίσκεψη δεξιού υπόδεντρου */ 
    trexon = trexon->dpaidi; 

 
συνέχεια 



  } 
 }  
 while ((!keni(stoiva)) || (trexon!=NULL)); 

} 
 

Ο χρόνος εκτέλεσης του παραπάνω υποπρογράµµατος είναι 
µεγαλύτερος από εκείνο του αναδροµικού, πράγµα που έρχεται σε 
αντίθεση µε το γεγονός ότι τα αναδροµικά υποπρογράµµατα είναι 
συνήθως αργότερα από τα µη αναδροµικά. 

 



Δυαδικά Δέντρα µε κλωστές 
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typedef ... typos_stoixeiou; 
  
typedef struct typos_komvou *typos_deikti; 
typedef struct typos_komvou  
{  typos_stoixeiou  dedomena; 

  typos_deikti  apaidi,dpaidi; 
  int  aklosti,dklosti; 

}; 
  
typos_deikti riza; 
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Το παραπάνω σχήµα αποτελεί την παράσταση δυαδικού δέντρου 
µε κλωστές, f = false, t = true. 
Ενα κενό δέντρο µε κλωστές παριστάνεται µε τον κόµβο κεφαλή 
του όπως δείχνει το ακόλουθο σχήµα: 
 
 
 
Για ένα οποιοδήποτε κόµβο x ενός δυαδικού δέντρου µε κλωστές 
παρατηρούµε ότι αν x->dklosti = true, τότε το πεδίο x->dpaidi 
περιέχει τη διεύθυνση του ενδοδιατεταγµένου επόµενου του x. 
Διαφορετικά, ο ενδοδιατεταγµένος επόµενος του x βρίσκεται αν 
ακολουθηθεί το µονοπάτι των αριστερών κλαδιών του δεξιού 
παιδιού του x µέχρις ότου συναντηθεί ένας κόµβος για τον οποίο 
ισχύει aklosti = true. Το ακόλουθο υποπρόγραµµα εντοπίζει τον 
ενδοδιατεταγµένο επόµενο ενός κόµβου χωρίς τη χρήση στοίβας. 

 

true false - 



typos_deikti endo_epomenos(typos_deikti trexon) 
{/* Mετά: H συνάρ. επιστρέφει τον ενδοδιατεταγµένο   
          επόµενο του κόµβου που δείχνει ο trexon σε  
          ένα δυαδικό δέντρο µε κλωστές. */ 
  

 typos_deikti prosorinos; 

 if (trexon->dklosti) /* O κόµβος είναι φύλλο */ 

  return trexon->dpaidi; 

 

συνέχεια 



 else /* Aκολούθησε το αριστερό µονοπάτι του δεξιού παιδιού */ 
 {  prosorinos = trexon->dpaidi; 
   while (!(prosorinos->aklosti)) 
   prosorinos = prosorinos->apaidi; 

    return prosorinos; 
 } 

} 
 
  

 



void endo_diadromi(typos_deikti riza) 
{/* Mετά: Eπίσκεψη των κόµβων ενός δυαδικού δέντρου µε  
          κλωστές µε την ενδοδιατεταγµένη διαδροµή. */ 

 typos_deikti prosorinos; 
  prosorinos=riza; /* κεφαλή, οχι πραγµατική ρίζα */ 
  do 

 { 
  prosorinos=endo_epomenos(prosorinos); 
   if (prosorinos!=riza) 
   episkepsi(prosorinos); 
 }  
 while (prosorinos != riza); 

}                 Πολυπλοκότης : Ο(n) 
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int eisagogi_dexi(typos_deikti s,typos_deikti t) 
{/*  Προ : O κόµβος s δεν είναι ο κόµβος κεφαλή του  
            δυαδικού δέντρου µε κλωστές. 
    Mετά: Aν ο κόµβος s δεν είναι ο κόµβος κεφαλή του  
          δυαδικού δέντρου µε κλωστές, τότε ο κόµβος t  
          εισάγεται σαν το δεξι παιδί του κόµβου s σε 
          ένα δυαδικό δέντρο µε κλωστές και επιστρέφεται 1 

 αλλιώς επιστρέφεται O */ 
  

 typos_deikti prosorinos; 

 if (!kefali(s)) 

 {  t->dpaidi = s->dpaidi; 

  t->dklosti = s->dklosti; 

 

συνέχεια 



   t->apaidi = s;  
   t->aklosti = 1; /* apaidi είναι µια κλωστή */ 

    s->dpaidi = t; /* προσάρτηση του t στο s */ 
    s->dklosti = 0; 
   if (!(t->dklosti)) /* o s έχει δεξί παιδί */ 

  {  prosorinos = endo_epomenos(t);  
    prosorinos->apaidi = t; 
  } 

  
   return 1; 
 }     
 else 

   return 0; 
} 



Ανοµοιογενή δυαδικά δέντρα (δέντρα παράστασης) 

Συχνά τα δεδοµένα που περιέχονται σε διαφορετικούς κόµβους δεν 
είναι όλα του ίδιου τύπου. 

+ 

- D 

* A 

C Β Παράσταση της A-B*C+D 
µε δυαδικό δέντρο 



Για τη µετατροπή µιας ενδοδιατεταγµένης παράστασης στο 
αντίστοιχο δυαδικό δέντρο, το οποίο ονοµάζεται δέντρο 
παράστασης, θα πρέπει σε κάθε βήµα να αναζητείται ο 
τελεστής εκείνος ο οποίος θα εκτελεστεί τελευταίος (έχει τη 
µικρότερη ιεραρχία). 



Δηµουργία δυαδικού δέντρου παράστασης της 12-6*(3+8)-4*12 

1ο Βήµα 

- 

12-6*(3+8) 4*12 



2ο Βήµα 

- 

4*12 - 

12 6*(3+8) 



3ο Βήµα 

- 

- * 

12 * 4 12 

6 3+4 



3ο Βήµα - 

- * 

12 * 4 12 

6 + 

3 8 



Για την υλοποίηση ενός τέτοιου δέντρου θα χρησιµοποιηθεί µια 
µεταβαλλόµενη εγγραφή για την παράσταση κάθε κόµβου του.  
Εχουµε λοιπόν τους ορισµούς : 
 
typedef enum { oros,telest } typos_dedomenon; 
typedef struct typos_komvou *typos_deikti; 
typedef struct typos_komvou  
{  typos_dedomenon simadi; 

 float arithmos;  
 char  xaraktiras;  
 typos_deikti apaidi,dpaidi; 

}; 
  
typos_deikti riza; 
  

 



Στους παραπάνω ορισµούς παρατηρούµε ότι µόνο οι κόµβοι που 
περιέχουν τελεστές έχουν πεδία δεικτών apaidi και dpaidi για τους 
υπόλοιπους δεν χρειάζονται γιατί είναι φύλλα. Στη συνέχεια 
παρουσιάζεται ένα αναδροµικό υποπρόγραµµα που υπολογίζει την 
τιµή της παράστασης. 

 
float ypologismos_dentrou(typos_deikti riza) 
{/* Eπιστρέφει την τιµή της παράστασης η οποία είναι  

 καταχωρηµένη στο ανοµοιογενές δυαδικό δέντρο riza.     
  */ 
  

 float oros1,oros2; 
 char  symbolo; 

συνέχεια 



 switch (riza->simadi) 
 { 
  case oros: /* Eνας µοναδικός όρος */ 
   return riza->arithmos; 

   case telest:  
   oros1 = ypologismos_dentrou(riza->apaidi); 
   oros2 = ypologismos_dentrou(riza->dpaidi); 
   symbolo = riza->xaraktiras; 

    return telestis(symbolo,oros1,oros2); 
 } 

} 
   



Δυαδικά Δέντρα Αναζήτησης (Binary Search Trees) 

Ορισµός : Ενα δυαδικό δέντρο αναζήτησης t είναι ένα δυαδικό 
δέντρο, το οποίο είναι κενό ή κάθε κόµβος του έχει ένα περιεχόµενο 
και: 
   (i) όλα τα περιεχόµενα στο αριστερό υποδέντρο του t είναι µι-          
        κρότερα (αριθµητικά ή αλφαβητικά) από το περιεχόµενο της 
        ρίζας του t. 
  (ii) όλα τα περιεχόµενα στο δεξί υποδέντρο του t είναι µεγαλύ- 
        τερα από το περιεχόµενο της ρίζας του t. 
 (iii) το αριστερό και το δεξί υποδέντρο του t είναι επίσης δυα- 
        δικά δέντρα αναζήτησης. 

 



Οι βασικές πράξεις που ορίζουν τον ΑΤΔ δυαδικό δέντρο αναζήτησης 
είναι οι ακόλουθες: 
 
1. Δηµιουργία : Δηµιουργεί ένα κενό ΔΔΑ. 
2. Κενό : Ελέγχει αν το ΔΔΑ είναι κενό. 
3. Αναζήτηση : Επιστρέφει τη θέση του κόµβου µε δεδοµένο     
    περιεχόµενο. 
4. Εισαγωγή : Εισάγει ένα κόµβο στο ΔΔΑ έτσι ώστε το   
    προκυπτόµενο δέντρο να είναι ένα ΔΔΑ. 
5. Διαγραφή : Διαγράφει ένα κόµβο µε δεδοµένο περιεχόµενο έτσι   
    ώστε το προκυπτόµενο δέντρο να είναι ένα ΔΔΑ. 

 



Αναζήτηση 

Αναδροµικό υποπρόγραµµα : 

void anazitisi_dentrou(typos_deikti riza, 
    typos_stoixeiou stoixeio, 
    typos_deikti *prosorinos, 
    int *vrethike) 

{/* Mετά: Aν το περιεχόµενο ενός κόµβου του ΔΔA riza  
          είναι ίσο µε stoixeio τοτε τo *prosorinos  
          δείχνει τον κόµβο αυτό και η *vrethike 
          είναι 1,αλλιώς το *vrethike είναι 0 και 

 τo *prosorinos είναι NULL. */ 

 συνέχεια 



 if (keno_dentro(riza))  
 {  *prosorinos = NULL;  
   *vrethike = 0; 
 } 
 else 
 {  if (riza->dedomena == stoixeio) 
  {  *prosorinos = riza; 
    *vrethike = 1; 
  } 
   else 
  {  if ( stoixeio < riza->dedomena ) 
   /* αναζήτηση αριστερού υπόδεντρου */ 
          anazitisi_dentrou(riza->apaidi, 
      stoixeio,prosorinos,vrethike); 
     συνέχεια 



   else 
    /* αναζήτηση δεξιού υπόδεντρου */ 
    anazitisi_dentrou(riza->dpaidi,  
      stoixeio,prosorinos,vrethike); 
  } 
 } 

} 



Μη Αναδροµικό υποπρόγραµµα : 
void anazitisi_dentrou(typos_deikti riza, typos_stoixeiou stoixeio, 

 typos_deikti *prosorinos,int *vrethike) 
{ 

 *prosorinos = riza; 
 *vrethike = 0; 
 while ( !(*vrethike) && ((*prosorinos) !=  NULL)) 

             if (stoixeio<((*prosorinos)->dedomena)) 
      *prosorinos = (*prosorinos)->apaidi; 

   else 
   if (stoixeio > ((*prosorinos)->dedomena)) 

     *prosorinos=(*prosorinos)->dpaidi; 
    else 
     *vrethike = 1;  
}   Πολυπλοκότης : Ο(n) 

 



Εισαγωγή κόµβου 

int eisagogi_dentro(typos_deikti *riza,typos_stoixeiou stoixeio) 
{/* Mετά: Aν το stoixeio δεν ανήκει στο ΔΔA τότε  
          εισάγεται και επιστρέφεται 1, αλλιώς επιστρέφεται 0. */ 
  

 int eisagogi; 
 if (keno_dentro(*riza)) 
 {*riza = (typos_deikti) malloc(sizeof(struct typos_komvou)); 
   (*riza)->dedomena = stoixeio; 
   (*riza)->apaidi   = NULL; 
   (*riza)->dpaidi   = NULL; 
   eisagogi = 1; 
 } 

 συνέχεια 



 else  
  if (stoixeio < (*riza)->dedomena )  
  /* εισαγωγή στο αριστερό υπόδεντρο */ 
   eisagogi = eisagogi_dentro(  
    &((*riza)->apaidi),stoixeio); 
  else  
   if (stoixeio > (*riza)->dedomena )  
   /* εισαγωγή στο δεξιό υπόδεντρο */ 
    eisagogi = eisagogi_dentro(  

            &((*riza)->dpaidi),stoixeio); 
   else 
   /* O κόµβος είναι ήδη στο δέντρο */ 
    eisagogi = 0; 
 return eisagogi; 

} 

 



Ας υποθέσουµε ότι επιθυµούµε την εισαγωγή του Ν στο ακόλουθο 
δυαδικό δέντρο αναζήτησης : 
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typos_deikti anazitisi_patera(typos_deikti riza,    
    typos_stoixeiou stoixeio, 
    typos_deikti *pateras, int *vrethike) 

{  /* Mετά: Aν το ΔΔA riza δεν είναι κενό και το stoixeio  δεν 
 ανήκει σε αυτό τοτε  το *vrethike είναι 0 και το  *pateras 
 είναι η  διεύθυνση του κόµβου που θα ήταν 
 πατέρας του  stoixeio. Aν το riza δεν είναι κενό  και το stoixeio 
 ανήκει στο δέντρο και δεν  βρίσκεται στη ρίζα  του,τότε το 
 *vrethike είναι 1  και το *pateras είναι  η διεύθυνση του 
 κόµβου  πατέρα του. Aν το stoixeio  βρίσκεται στη ρίζα 
 του  δέντρου τότε το *vrethike  είναι 1 και το  *pateras 
 είναι NULL. Aν το δέντρο  είναι κενό τότε  το *vrethike 
 είναι 0 και το *pateras  είναι NULL. Aν το stoixeio ανήκει 
 στο δέντρο τότε η συνάρτηση  επιστρέφει τη διεύθυνση 
 του  κόµβου που περιέχει το  stoixeio, αλλιώς η συνάρτηση 
 επιστρέφει NULL. */ 

 
 

συνέχεια 



 typos_deikti prosorinos;  
 prosorinos = riza; 
 *pateras = NULL;*vrethike = 0; 
 while (!(*vrethike) && (prosorinos!=NULL)) 
 {  if ( stoixeio < prosorinos->dedomena ) 
  {  *pateras = prosorinos; 
    prosorinos = prosorinos->apaidi;} 
   else  
    if ( stoixeio > prosorinos->dedomena ) 
   {  *pateras = prosorinos; 
     prosorinos = prosorinos->dpaidi;} 
    else 
    *vrethike = 1; /* ο κόµβος υπάρχει */ 
 } 
 return prosorinos; 

} 



int eisagogi_dentro(typos_deikti *riza, typos_stoixeiou 
stoixeio) 
{  /* Mετά: Aν το stoixeio δεν ανήκει στο ΔΔA τότε  
           εισάγεται και επιστρέφεται 1, αλλιώς  

 επιστρέφεται 0. */ 
  

 typos_deikti prosorinos,pateras; 
 int vrethike; 

  anazitisi_patera(*riza,stoixeio,&pateras,&vrethike); 
  if (vrethike) 

  return 0; 
 else 
 {  prosorinos = (typos_deikti) malloc(sizeof(struct 
    typos_komvou)); 
   prosorinos->dedomena = stoixeio; 
   prosorinos->apaidi   = NULL; 
   prosorinos->dpaidi   = NULL; 

 

συνέχεια 



   if ( pateras == NULL ) /* Kενό Δέντρο */ 
   *riza = prosorinos; 
  else 
   if ( stoixeio < pateras->dedomena ) 
    pateras->apaidi = prosorinos; 
   else 
    pateras->dpaidi = prosorinos; 
   return 1; 
 } 

} 

 



Διαγραφή κόµβου 

 
Για τη διαγραφή ενός κόµβου x από ένα ΔΔΑ διακρίνουµε τρεις 
περιπτώσεις: 
 

 1. Ο κόµβος x είναι φύλλο. 
 2. Ο κόµβος x έχει ένα παιδί. 
 3. Ο κόµβος x έχει δύο παιδιά. 

 



1. Ο κόµβος x είναι φύλλο 
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2. Ο κόµβος x έχει ένα παιδί 
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Διαγραφή κόµβου µε το πολύ ένα υποδέντρο 



 ypodentro = x .dpaidi; 
 {o x δεν έχει αριστερό υπόδεντρο} 
 if (ypodentro == NULL)  
  ypodentro = x .apaidi; 
 if (pateras == NULL)  
  /*διαγράφεται η ρίζα*/ 
      riza = ypodentro; 
 else 
     if (pateras .apaidi == x) 
         pateras .apaidi = ypodentro; 
     else 
         pateras .dpaidi = ypodentro; 

 



3. Ο κόµβος x έχει δύο παιδιά 
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Μη Αναδροµικό 

void diagrafi_dentrou (typos_deikti *riza, typos_stoixeiou stoixeio) 
/*Εντοπίζει τον κόµβο µε περιεχόµενο stoixeio και το διαγράφει  
    από το ΔΔΑ*/ 

 typos_deikth  x;    /*δείχνει τον κόµβο  
    µε περιεχόµενο stoixeio*/ 
 typos_deikth  pateras; /*ο πατέρας του x ή του xepomenos*/ 
 typos_deikth  xepomenos; /*ο ενδοδιατεταγµένος  
     επόµενος του x*/ 
 typos_deikth  ypodentro; /*δείχνει το υποδέντρο του x*/ 
 char   vrethike;  /*true αν το περιεχόµενο της stoixeio 
                                     βρίσκεται στο ΔΔΑ*/ 

 
συνέχεια 



{ 
 anazitisi_patera (*riza, stoixeio, x, &pateras, &vrethike); 
 if (!vrethike) 
  printf ( “Ο κόµβος δεν υπάρχει στο ΔΔΑ” ); 
 else 
 { 
  if ((x->apaidi != NULL) && (x->dpaidi != NULL)) 
             { /*ο κόµβος έχει δύο παιδιά*/ 
                /*εντοπισµός του ενδοδιατεταγµένου επόµενου 
                  κόµβου και του πατέρα του*/ 
   xepomenos = x->dpaidi; 
                 pateras = x; 
                 while (xepomenos->apaidi != NULL) 
                      { /*µονοπάτι αριστερών υποδέντρων*/ 
    pateras = xepomenos; 
  

συνέχεια 



    xepomenos := xepomenos^.apaidi 
   } 
              /*ανταλλαγή των περιεχοµένων των xepomenos 
   και και αλλαγή της τιµής του x ώστε να δείχνει 
   τον xepomenos που πρόκειται να διαγραφτεί*/ 
                 x->dedomena = xepomenos->dedomena; 
                 x = xepomenos; 
  } /*Προχώρησε για τις περιπτώσεις όπου ο κόµβος 
               έχει 0 ή 1 παιδί*/ 
  ypodentro = x ->dpaidi; 
  if (ypodentro ==NULL)  
   ypodentro = x ->apaidi; 
  if (pateras == NULL) /*διαγράφεται η ρίζα*/ 
   riza = ypodentro; 

 
συνέχεια 



  else 
   if (pateras->apaidi == x)                  
    /*αριστερό παιδί του πατέρα*/ 
     pateras->apaidi = ypodentro; 
   else 
    pateras->dpaidi = ypodentro; 
              free(x); 
 } 

} /*diagrafi_dentrou*/ 

 



Αναδροµικό 
int diagrafi(typos_deikti *riza, typos_stoixeiou stoixeio) 
{  /* Mετά: Aν το stoixeio ανήκει στο ΔΔA τότε διαγράφεται και  η 
συνάρτηση επίστρέφει 1,αλλιώς 0. */ 

 int diagraf; 
 if (keno_dentro(*riza)) /* Δεν υπάρχει στο ΔΔA */ 
  diagraf = 0; 
 else 
  if ((*riza)->dedomena < stoixeio ) 
  diagraf = diagrafi (&((*riza)->dpaidi),stoixeio); 
 else 
  if ((*riza)->dedomena > stoixeio ) 
   diagraf = diagrafi ( &((*riza)->apaidi),stoixeio); 
  else 
   {diagrafi_komvou(riza); 
    diagraf = 1;}                           
 return diagraf; 

} 
 

 



Το υποπρόγραµµα diagrafi-komvou(riza) διαγράφει τον κόµβο που δείχνει η riza. 
void diagrafi_komvou(typos_deikti *riza) 
{  /* Προ : Tο *riza είναι ένα µη κενό ΔΔA.Mετά: Aν ο κόµβος *riza είχε 1 
ακριβώς  παιδί τότε διαγράφθηκε το περιεχόµενο της ρίζας από το ΔΔA και το παιδί 
έγινε  ρίζα. Aν ο κόµβος *riza δεν είχε κανένα παιδί τότε έγινε κενό ΔΔA. Aν ο 
κόµβος  *riza είχε 2 παιδιά τότε ιαγράφθηκε ο  ενδοδιατεταγµένος επόµενός 

 του και το  περιεχόµενό του αντιγράφθηκε στον *riza */   
         
 typos_deikti prosorinos;  
 prosorinos = *riza; 
 if ((prosorinos->dpaidi) == NULL ) 
 {  (*riza) = prosorinos->apaidi; 
   free(prosorinos); 
 } 
 else 
  if ((prosorinos->apaidi) == NULL )     
  {  (*riza) = prosorinos->dpaidi; 
    free(prosorinos);} 
  else 
   andalagi(&((*riza)->dpaidi),*riza); 

} 
 



Oπου το υποπρόγραµµα andalagi(p,q) εντοποίζει τον ενδοδιατεταγµένο 
επόµενο του κόµβου που δείχει 0 p. 

void andalagi(typos_deikti *epomenos, typos_deikti riza) 
{/*  Προ : Tο riza δείχνει κάποιο κόµβο ΔΔA και το  

 *epomenos το δεξί παιδί του. 
 Mετά: Tο περιεχόµενο του κόµβου που έχει διεύθυνση 
  riza έγινε ίσο µε το περιεχόµενο του 
 ενδοδιατεταγµένου  εποµενού του και απελευθερώθηκε ο 

χώρος που  καταλαµβανόταν από τον ενδοδιατεταγµένο 
επόµενο. */ 
  

 /* εύρεση του ενδοδιατεταγµένου επόµενου */ 
 if (((*epomenos)->apaidi) != NULL) 
  andalagi(&((*epomenos)->apaidi),riza); 

 
συνέχεια 



 else 
  /* βρέθηκε ο ενδοδιατεταγµένος επόµενος */ 
 {   
  riza->dedomena=(*epomenos)->dedomena; 

    free(*epomenos); 
  /* αντικατάσταση του *epomenos µε το δεξί παιδί του */ 
   *epomenos = (*epomenos)->dpaidi; 
 } 

} 



Εφαρµογές δυαδικών δέντρων : Κώδικες Huffman 
Επεκταµένο Δυαδικό Δέντρο 

A 

B C 

D E 

F 

G 



lG = 1 + 1+ 1+ 1 =  4 

E = 3 + 3 + 5 + 5 + 5 + 4 + 3 + 2 + 2 =  27 

I = 1 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 = 13 

Πρόταση : Αν si είναι το πλήθος των εξωτερικών κόµβων στο 
επίπεδο i , τότε : 

 ∑
+

=
=

1h

2
i 1) - is  E

i
(

Πρόταση : Αν si είναι το πλήθος των εξωτερικών κόµβων στο 
επίπεδο i , τότε : 

 ∑
=

=
h

2i
i 1-in  I )(



n
Ι(Τ)    κ κόµβεσωτερικού ενός απόσταση µέση =

1n
Ε(Τ)   κκόµβοεξωτερικού ενός απόσταση µέση
+

=

I(   ) = 0 

I ( T =       ) = I(T1) + I(Tr) + n - 1 
T1 Tr 



E(   ) = 0 

E ( T =       ) = E(T1) + E(Tr) + n + 1 
T1 Tr 

Πρόταση :  Για ένα δυαδικό δέντρο Τ µε n εσωτερικούς κόµβους      
ισχύει : 

 D(T) = 2n   
όπου 

 D(T) = E(T) - I(T)   

 



Eχουµε ότι : 
 

 E(T) = I(T) + 2n   
 
πράγµα που σηµαίνει ότι αρκεί να µελετηθούν οι ιδιότητες µόνο του 
Ε(Τ) ή του Ι(Τ). 

 

Ο µέσος αριθµός συγκρίσεων S(n) σε µια επιτυχηµένη αναζήτηση  

είναι : 

όπου υποτίθεται ότι όλοι οι κόµβοι έχουν την ίδια πιθανότητα 
εµφάνισης. 

n
I  1  S(n) +=



Ο µέσος αριθµός συγκρίσεων U(n) σε µια αποτυχηµένη αναζήτηση  

είναι : 

 

Συνδιάζοντας τις ανωτέρω σχέσεις εύκολα προκύπτει : 

 

1n
E  U(n)
+

=

1 -  U(n)
n
1  1  S(n) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

Συνεπώς ο µέσος αριθµός συγκρίσεων για µια επιτυχηµένη 
αναζήτηση είναι περίπου ο ίδιος µε εκείνον για µια αποτυχηµένη 
αναζήτηση. Γνωρίζοντας δηλαδή ότι ένα στοιχείο βρίσκεται στη 
λίστα, η αναζήτησή του µε τη µέθοδο των συγκρίσεων των κλειδιών 
του δεν προσφέρει µεγάλη βοήθεια. 

 



Ποιά είναι όµως η ελάχιστη και µέγιστη δυνατή τιµή του Ι από 
όλα τα δυαδικά δέντρα µε n εσωτερικούς κόµβους ; 
 

 Ι = 0 + 1 + ... + (n-2) + (n-1) = n(n-1)/2.                  Ο(n2) 

 

Η ελάχιστη τιµή του Ι επιτυγχάνεται για ένα πλήρες δυαδικό δέντρο : 

                                        Ιmin = O(nlog2n)  
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Ποιός είναι ο καλύτερος κώδικας για το σύνολο των χαρακτήρων  
{C1, C2, …, Cn}; 



Αλγόριθµος Huffman 
1. Δηµιουργία µιας λίστας από δυαδικά δέντρα µε ένα κόµβο που 
περιέχουν τα βάρη w1, w2, ..., wn ταξινοµηµένα (π.χ. σε αύξουσα 
σειρά), ένα για κάθε χαρακτήρα C1, C2, ..., Cn. 
2. Τα παρακάτω βήµατα εκτελούνται n-1 φορές: 

 a. Εύρεση δύο δέντρων Τ΄ και Τ΄΄ της λίστας µε ρίζες τα µι- 
     κρότερα βάρη w΄ και w΄΄. 
 b. Αντικατάσταση των δέντρων αυτών µε ένα δυαδικό δέντρο 
     του οποίου η ρίζα είναι w΄ + w΄΄ υποδέντρα του τα Τ΄ και 
     Τ΄΄ δίνοντας τις τιµές 0 και 1 για τους δείκτες του αριστε- 
     ρού και δεξιού υποδέντρου του, αντίστοιχα. 

3. Ο κώδικας για τον χαρακτήρα Ci είναι εκείνη η διψήφια σειρά 
χαρακτήρων που ξεκινά από τη ρίζα του τελικού δυαδικού δέντρου 
και καταλήγει στο φύλλο Ci. 

 



w΄+w΄  ́

Τ  ́ Τ΄  ́

0 1 

 Στη συνέχεια ας υποθέσουµε ότι έχουµε τον παρακάτω πίνακα: 
 
 
 
Τότε η εφαρµογή του αλγορίθµου του Huffman παράγει τις παρακάτω 
διαδοχικές φάσεις δηµιουργίας του δυαδικού δέντρου αποκωδικοποίησης: 

Χαρακτήρας 
βάρος 

Α B C D E 

0.2 0.1 0.3 0.25 0.15 



0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 1) 

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 2) 

0.25 
0 1 

B E A D C 

B E A D C 



0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 3) 

0.25 

0.45 

0 1 

B E A D C 

1 

0 



0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 3) 

0.25 

0.45 

0 1 

B E A D C 

0.55 

0 

1 
0 1 



0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 5) 

0.25 

0.45 

0 1 

B E A D C 

0.55 

1.00 

0 

0 

1 

1 

1 0 



Οι κώδικες Huffman που λαµβάνονται από το παραπάνω δέντρο είναι: 

Χαρακτήρας Κώδικας 
Huffmann 

A

B

C

D

E 

01 

000 

11 

10 

000 

Επίσης η ποσότητα                            είναι ίση µε : 

                       Ε = 0.1*3+0.15*3+0.2*2+0.25*2+0.3*2 = 2.25  

∑
≤≤

=
ni1

iiIw  E



Ας σηµειωθεί ότι είναι δυνατή µια διαφορετική αντιστοιχία κωδικών 
στους χαρακτήρες του παραδείγµατος µε την ίδια τιµή για την Ε. 
Πράγµατι, στη δεύτερη φάση δηµιουργίας του δυαδικού δέντρου θα 
µπορούσαµε να προχωρήσουµε όπως φαίνεται παρακάτω: 

 

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 

0.25 
0 1 

B E A D C 

0.45 
0 1 



0.10 0.15 0.30 0.20 0.25 

0.25 

0.55 

0 1 

B E C A D 

0.45 

0 

1 
0 1 



0.10 0.15 0.30 0.20 0.25 

0.25 

0.55 

0 1 

B E C A D 

0.45 

1.00 

0 

0 

1 

1 

1 0 



Στην περίπτωση αυτή οι κώδικες που αντιστοιχούν στους χαρακτήρες 
δίνονται από τον παρακάρω πίνακα : 

Χαρακτήρας Κώδικας 
Huffmann 

A

B

C

D

E 

10 

000 

01 

11 

001 



Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης Huffman 
1. Αρχικά ένας δείκτης p τοποθετείται στη ρίζα του δέντρου 
Huffman. 
2.  Οσο δεν έχει βρεθεί το τέλος του µηνύµατος να εκτελούνται τα 
παρακάτω: 

 α.  Εστω x είναι το επόµενο bit στη σειρά χαρακτήρων. 
 β. Αν x == 0 τότε 
         p = p .apaidi 
    διαφορετικά 
         p = p .dpaidi 

 
 γ. Αν ο p δείχνει σ' ένα φύλλο τότε: 
  i. Να εκτυπωθεί ο χαρακτήρας αυτού του φύλλου 
  ii. p = riza 

 



Για παράδειγµα, ας υποτεθεί ότι το µήνυµα 
 

 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 
 
έχει ληφθεί και κωδικοποιήθηκε µε τη δηµιουργία του δεύτερου δέντρου 
Huffman. Τότε η εκάστοτε διαδροµή του p είναι αυτή που παριστάνεται 
µε τα ορθογώνια στο παρακάτω σχήµα : 

 
0 1 0 1 

0 1 1 0 1 0 

D E 

A D 
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Το ύψος h ενός ΔΔΑ εξαρτάται από το σχήµα του. 

Ας υποθέσουµε ότι οι κόµβοι έχουν φθάσει µε µια τυχαία σειρά, τότε 
πόσες περισσότερες συγκρίσεις, κατά µέσο όρο, απαιτούνται σε µια 
αναζήτηση του προκυπτόµενου ΄τυχαίου΄ ΔΔΑ από εκείνες που 
απαιτεί ένα τέλεια ισοζυγισµένο ΔΔΑ; 

1 - U(n)
n
1  1  S(n) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n
1)- U(n...   U(1) U(0)  1  S(n) +++

+=

(1) 

(2) 



(1),(2) 
1)- U(n ...   U(1)  U(0)2n   1)U(n)(n ++++=+ (3) 

n := n+1 2)- U(n ...   U(1)  U(0) 1)-2(n  1)-n U(n ++++= (4) 

(3) - (4) 
1n

2  1)- U(n U(n)
+

+= (5) 
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όπου 
1n

1  ...  
3
1  

2
1  1  H 1n +

++++=+
αρµονικός 
αριθµός 

∈+++=  - 
120n

1  
12n

1- 
2n
1   γ ln(n)  H 42n (7) 

6252n
1    0 ≺≺∈ , 50.57721566  γ ≅

σταθερά του Euler 

ln(n) 2 2 - H 2  U(n) 1n ≅= +
(7) 

(6) 

n)(log (ln2)  ln(n) 2=

n)(log (ln2) 2  U(n) 2≅ ή nlog 1.39  U(n) 2≅



όπου 
1n

1  ...  
3
1  

2
1  1  H 1n +

++++=+
αρµονικός 
αριθµός 

∈+++=  - 
120n

1  
12n

1- 
2n
1   γ ln(n)  H 42n (7) 

6252n
1    0 ≺≺∈ , 50.57721566  γ ≅

σταθερά του Euler 



Το µέσο κόστος για τη µη ισοζύγιση ενός ΔΔΑ είναι περίπου 39% 
περισσότερες συγκρίσεις. 

ln(n) 2 2 - H 2  U(n) 1n ≅= +
(7) 

(6) 

n)(log (ln2)  ln(n) 2=

n)(log (ln2) 2  U(n) 2≅

ή nlog 1.39  U(n) 2≅



AVL δέντρα 

1h-h RL ≤

hL hR 

G.M. Adelson_Velkii και  E.M. Landis                    1962 



AVL Δέντρα 
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_ 

_ 
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Μη AVL Δέντρα 
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_ 
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_ _ 



Εισαγωγή κόµβου 
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LL :  ο νέος κόµβος Υ εισάγεται στο αριστερό υποδέντρο του    
         αριστερού υποδέντρου του Α. 
 
LR :  ο νέος κόµβος Υ εισάγεται στο δεξί υποδέντρο του αριστερού  
         υποδέντρου του Α. 
 
RR :  ο νέος κόµβος Υ εισάγεται στο δεξί υποδέντρο του δεξιού  
         υποδέντρου του Α. 
 
RL :  ο νέος κόµβος Υ εισάγεται στο αριστερό υποδέντρο του  
         δεξιού υποδέντρου του Α. 

 



Περίπτωση 1 : Δεξία Υψηλό 

Τ1 

Τ2 Τ3 

p 
r . 

. x prosorinos 

Αριστερή στροφή 

Τ1 Τ2 

Τ3 

_ 

h h+1 1 2

3

4 . prosorinos p . 

h 

h+1 

x 

_ 
p . r 

νέος Συνολικό ύψος = h+3 Συνολικό ύψος = h+2 



void aristeri_peristrofi (typos_deikti *p); 
{ /*Ο p δείχνει τη ρίζα του υποδέντρου που περιστρέφεται*/ 

 typos_deikti prosorinos; 
 

 if (keno_dentro(*p)) /*Είναι αδύνατη η περιστροφή*/ 
  printf ( “Κενό δέντρο” ) /*ενός κενού δέντρου*/ 
 else 
  if (keno_dentro((*p)->dpaidi)) 
         /*Είναι αδύνατο να γίνει ρίζα ένα κενό  
   υποδέντρο*/ 
   printf ( “Κενό δεξί υποδέντρο” ) 
        else 
  { 
   prosorinos = (*p)->dpaidi; 

 
συνέχεια 



             (*p)->dpaidi = prosorinos->apaidi; 
             prosorinos->apaidi :=* p; 
             *p = prosorinos; 
 } 

} /*aristeri_peristrofi*/ 

 



Περίπτωση 2 :Αριστερά Υψηλό 

Τ1 

Τ2 

r 

h 
1

h 

νέος 

Τ3 Τ4 

νέος 

h - 1             
ή h 

h - 1             
ή h 

ή 

2

w 

Ενα από τα Τ2 ή Τ3 έχει ύψος 
h. .Συνολικό ύψος = h+3 



Τ1 

Τ2 

r 

h 

h Τ3 
Τ4 

h - 1    

 .Συνολικό ύψος = h+3 

w

x



Εθνικό & Καποδιστριακό Πανεπιστήµιο Αθηνών  
Τµήµα Πληροφορικής 

_ 

_ _ 

Τ2 Τ3 Τ1 
h Τ4 

r 

w

x

 .Συνολικό ύψος = h+2 

Αποκατάσταση ισοζύγισης (διπλή RL περιστροφή). Οι αριθµοί 
στους κύκλους δηλώνουν την προτεραιότητα των ενεργειών. 



παλιό w                    νέο r                              νέο x 
_ _ _ 

_ 

_ 



H αποκατάσταση της ισοζύγισης µε τις RR και RL περιστροφές 
υλοποιείται µε το παρακάτω υποπρόγραµµα. 

 
void dexi_varos (typos_deikti  *riza); 
{ 

  typos_deikti x;  {δείκτης στο δεξί υποδέντρο της ρίζας} 
  typos_deikti w; 

 
 x = (*riza)->dpaidi; 
 switch (x->pi) 
 { 
  case DY:  {απλή RR περιστροφή} 
   (*riza)->pi = IY; 
   x->pi = IY; 
   aristeri_peristrofi(riza); 
   ypsilotero = false 
   break; 

συνέχεια 



  case IY:  
   /*Δεν συµβαίνει η περίπτωση αυτή*/ 
   printf ( “Λάθος” );    
   break;      
  case AY:/*διπλή RL περιστροφή*/ 
   w = x->apaidi; 
                   switch (w->pi)  
   {    
    case IY: riza->pi=IY; x->pi= IY break;
                       case AY: riza->pi=IY; x->pi= DY break; 
                       case DY: riza->pi=AY; x->pi=IY break; 
   } 
   w->pi=IY; 
   dexia_peristrofi(&x); 
                    

συνέχεια 



   /*o x δείχνει τώρα τον w*/ 
   riza->dpaidi = x; 
   aristeri_peristrofi(*riza); 
   ypsilotero = false; 
  } 
 } 

}/*dexi_varos*/ 

 



Tο υποπρόγραµµα εισαγωγής ενός κόµβου σε ένα AVL δέντρο είναι το 
ακόλουθο : 

void avl_eisagogi (typos_deikti *riza, typos_deikti prosorinos, 
   typos_deikti  stoixeio, char *ypsilotero) 

{ 
 char  ypsilotero_ypodentro; /* Εχει αυξηθεί το ύψος ενός 
                                                          υποδέντρου*/ 
  typos_deikti  temp; 

 

συνέχεια 



{  if (keno_dentro(riza)) 
 {  *riza = prosorinos; (*riza)->apaidi = NULL; 
           (*riza)->dpaidi = NULL; (*riza)->pi = IY; 
  ypsilotero = true;} 
 else 
  if (prosorinos->dedomena == stoixeio) 
    printf( “Ο κόµβος υπάρχει ήδη στο ΔΔΑ”); 
  else 
   if (prosorinos->dedomena < stoixeio) 
                 {   /*εισαγωγή στο αριστερό υποδέντρο*/ 
    temp=(*riza)->apaidi; 
                      avl_eisagogi (&temp, prosorinos, stoixeio, 
                                           ypsilotero_ypodentro); 
    (*riza)->apaidi=temp; 

 συνέχεια 



συνέχεια 

    if (ypsilotero_ypodentro) 
                          switch (pi) 
                             { 
     case AY: aristero_varos(*riza); 
     break; 
                             case IY: pi=AY; ypsilotero=true; 
     break; 
                             case DY: pi=IY;ypsilotero=false; 
     break; 
     } 
    else 
     ypsilotero = false; 
   } 
    



   else 
   {/*εισαγωγή στο δεξί υποδέντρο*/ 
    avl_eisagogi (dpaidi, prosorinos, stoixeio, 
    ypsilotero_ypdodentro); 
    if (ypsilotero_ypodentro)                       
     switch (pi)  
                             case AY:pi=IY;ypsilotero=false; 
     break; 
                             case IY: pi=DY;ypsilotero=true; 
     break; 
                             case DY: dexi_varos(*riza); 
     break; 
   }   
  } 
  ypsilotero = false; 
 } 

}/*avl_eisagogi*/ 

 



Το ύψος ενός AVL δέντρου 
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h2 Flog 1.44 h ≅

ή 

nlog 1.44 h 2≅

Εποµένως οι αλγόριθµοι για την επεξεργασία των AVL δέντρων 
απαιτούν το πολύ 44% περισσότερο χρόνο από το βέλτιστο. Στην 
πράξη όµως έχει βρεθεί ότι ο χρόνος αυτός είναι πολύ λιγότερος.  

 



_ _ 

_ 

_ 

_ 

_ _ F1 F2 

F3 

Δέντρα Fibonacci 
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